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Motivation

@ Robotik

o Rasen mahen
e Saugen

o Uberwachung
"]

o Fertigungstechnik
Frasen

Schneiden
Loten
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Definition
Uberdeckungstour T in Polygon P: Pfad, dessen Minkowskisumme mit

Cutter P ergibt. )
Turnkostenoptimale Uberdeckungstour minimiert Anzahl der Drehungen

des Cutters.

| A\

Definition

Zyklustiberdeckung C eines Polygons P: Menge von geschlossenen Pfaden.
Minkowskisumme des Cutters mit Vereinigung dieser Pfade ergibt P.
Optimale Zyklusiiberdeckung minimiert die Summe der Turns der in C
enthaltenen Zyklen.

Matthias Nieuwenhuisen (Uni Bonn) Optimale Uberdeckungstouren 03.07.2007 4 /43



NP-Vollstandigkeit

Das Finden einer pfadlangen- oder turnkostenoptimalen Uberdeckungstour
ist NP-Vollstandig.

Das Finden einer turnkostenoptimalen Uberdeckungstour ist
NP-Vollstandig, auch wenn bereits eine optimale Zyklusiiberdeckung
gegeben ist.
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Definitionen - Gittergraph und Hamiltonkreis

 m—)

Gittergraph: ungerichteter Graph, Knoten liegen auf % ¢ l 1
(]

ganzzahligen Koordinaten, jede Kante hat Lange 1.

@ ——

v

Hamiltonkreis: geschlossener Weg durch einen
Graphen, der jeden Knoten genau einmal besucht.
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NP-Vollstandigkeit

Das Finden einer turnkostenoptimalen Uberdeckungstour ist
NP-Vollstandig, auch wenn bereits eine optimale Zyklusiiberdeckung
gegeben ist.

Beweisidee: Reduziere Finden eines Hamiltonkreises in einem
Gittergraphen auf das Finden einer Uberdeckungstour. Fiir das erste
Problem ist die NP-Vollstandigkeit bekannt.

@ Reduziere das Finden eines Hamiltonkreises im Gittergraphen auf
HUSIG

o Reduziere HUSIG auf das Finden einer Uberdeckungstour
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NP-Vollstandigkeit

Definition

Zu einer Menge M von Mengen m € M
korrespondiert ein Schnittgraph G = (V, E) mit
Knoten V (m) zu jedem m und Kanten

(V(my),V (my)) genau dann, wenn my N my # ().

Das Finden eines Hamiltonkreises in einem Schnittgraphen zu
achsenparallelen Liniensegmenten in Einheitslange (HUSIG - Hamiltonicity
In Unit Segment Intersection Graphs) ist mindestens so schwer wie das
Finden eines Hamiltonkreises in einem Gittergraphen.
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NP-Vollstandigkeit

Beweis

Zu einem Gittergraphen G ist eine Menge konstruierbar, deren
Schnittgraph S dquivalent zum Gittergraphen G ist.

N
e Farbe G bipartit ein. ./<,>/\\,
,,

@ Rotiere G um 7 und skaliere um

N/

O

Matthias Nieuwenhuisen (Uni Bonn) Optimale Uberdeckungstouren 03.07.2007



NP-Vollstandigkeit

Beweis Fortsetzung

@ Verrausche die Knoten von G .
um €

@ WeiBe Knoten: Mittelpunkt
eines vertikalen, schwarze
Knoten eines horizontalen
Liniensegmentes mit Lange 1

Der zu dieser Menge von Liniensegmenten korrespondierende Schnittgraph
ist genau G.
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NP-Vollstandigkeit

Das Finden einer turnkostenoptimalen Uberdeckungstour ist mindestens so
schwer wie HUSIG.

@ Konstruiere aus einer Menge M M
von s Linensegmenten ein L '
Polygon mit 4s konvexen Ecken.

o Uberdecke jedes dieser |
konstruierten Rechtecke mit i ]
einem Zyklus. - -

@ Dieser hat pro Rechteck 4
Turns. Die Gesamtiiberdeckung
ist turnkostenoptimal.
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NP-Vollstandigkeit

@ Wenn ein Hamiltonkreis im I
Schnittgraphen existiert, dann gibt

dieser eine Reihenfolge vor, die jedes
Rechteck genau einmal enthalt. yi

e Folge dieser Reihenfolge um eine -
Uberdeckungstour mit 5s Turns zu \

erzeugen.

@ Diese Tour ist ebenfalls
turnkostenoptimal.

Folgerung

Aus einer turnkostenoptimalen Uberdeckungstour kann direkt ein
Hamiltonkreis im Schnittgraphen abgelesen werden.
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Gitterpolygon

e Ein Gitterpolygon ist ein rechtwinkliges
Polygon.

@ Ein Cutter kann sich nur achsenparallel
bewegen

@ und nur an diskreten Punkten abbiegen.

@ Ein 90° Turn verursacht Kosten von 1,
eine Wende Kosten von 2
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Streifentiberdeckung

@ Streifen: Linie maximaler Lange, deren
Minkowskisumme mit Cutter innerhalb
des Polygons liegt.

o Streifenliberdeckung: Vereinigung von
Streifen, deren Minkowskisumme mit
dem Cutter genau das Polygon ergibt.
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Turmplatzierung

@ Turm: Verbindungspunkt zweier
orthogonaler Streifen, kann alle Punkte | o -
auf diesen Streifen “angreifen”.

@ Turmplatzierung: Platzierung von
Tirmen in einem Gitterpolygon, die
sich paarweise nicht angreifen konnen.
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Gitterpolygone

Fiir ein Gitterpolygon lasst sich in O (nlog n) eine Uberdeckungstour
finden, die eine 12-Approximation fiir die Turnkosten und eine
4-Approximation der Lange ist. Fiir ein einfaches Gitterpolygon verbessert
sich die Zeit auf O (n).

Diese Approximation ist unabhangig von der GroBe des Gitterpolygons und
hangt nur von der Komplexitat des Polygons ab. Sie eignet sich daher
besonders fiir Polygone bei denen N erheblich groBer ist als n.
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Gitterpolygone

@ Zuerst wird das Gitterpolygon in

rechteckige Bereiche aufgeteilt. 1
@ Diese Bereiche entstehen, in dem von 1
jedem Randpunkt eine Linie zur an
gegeniiberliegenden Seite eingefligt
wird.
@ Die Bereiche entsprechen den

Sichtregionen des Polygon.
Sichtregionen konnen genau in der
geforderten Zeit berechnet werden.
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Gitterpolygone

o Flige greedy einen “groBen Turm” in
einen leeren Bereich ein. Dieser fillt
den Bereich entweder in Hohe oder

Breite voll aus. T
@ Verkleinere beide Streifen um die —1
Ausdehnung des Turms, da diese Teile an
der Streifen angreifbare Zellen .
enthalten. — L
@ Einer der Streifen verschwindet, damit ~

auch alle Bereiche zu denen er einen
Beitrag geleistet hat.

e Nach (2n — 1)-maligem Durchfiihren

dieser Schritte ist das gesamte Polygon
mit Streifen lberdeckt.
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Gitterpolygone

@ Eine Platzierung groBer Tiirme lasst sich nach Vorverarbeitung in
O (n) durchfiihren.

@ Die explizite Betrachtung der enthaltenen kleinen Tirme ist zeitlich
nicht moglich.

@ = implizite Vorschrift fiir das Durchlaufen des groBen Turms notig.
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Uberdeckung eines groBen Turmes
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Gitterpolygone

e Eine Turmplatzierung ist eine untere Schranke fiir die Zahl der Turns
einer Uberdeckungstour.

o Jeder Turm deckt einen Zyklus mit 10 Turns ab = Eine
Uberdeckungstour hat 10 OPT +2(OPT — 1) < 12 OPT Turns.

@ Jeder Turm wird genau 4 mal lberdeckt, jede andere Zelle von
maximal 2 Streifen. Jeder Streifen wird 2 mal vom Cutter
durchlaufen. Jede Zelle wird also maximal 4 mal uberdeckt und fir
die Pfadlange / der Tour gilt / < 4 OPT
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Gitterpolygone

Das gezeigte Ergebnis lasst sich mit mehr Zeitaufwand verbessern. Hierbei
spielt die GroBe des Polygons jedoch eine Rolle.

In Zeit O (N?37° + n3) bzw. O (n®®log N + n3) lisst sich eine
3,75-Approximation einer optimalen Uberdeckungtour in einem
Gitterpolygon finden.
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Randiiberdeckungen

@ optimale Randiiberdeckung: optimale
Zyklustiberdeckung, die jede Randzelle eines Polygons
enthalt, jedoch nicht notwendigerweise nur Randzellen.

@ Randzellen beinhalten einen eingebetteten Pfad, dieser
gibt die minimalen Turns an, die der Cutter benctigt
um diese Zelle zu betreten und wieder zu verlassen.

@ Zwischen Randzellen existieren sog. optionale Pfade,
diese konnen auch durch das Polygon verlaufen und -
geben an, wie viele Turns ein Cutter bendtigt um von
einer Randzelle zu einer anderen zu gelangen.
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Gitterpolygone

@ Finde eine minimale
Streifeniiberdeckung (geht durch
Matching in bipartiten Graphen
in der geforderten Zeit).

@ Endpunkte der Streifen liegen
durch die maximale Lange in
Randzellen des Polygons.
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Gitterpolygone

@ Eine Tour muss an den Endpunkten orthogonal auf den eingebetteten
Pfad der Randzelle abknicken.

e = Finde eine Randiiberdeckung fiir die Zellen in denen die Endpunkte
der Streifen liegen.

o Teile die Randiiberdeckung M in zwei Mengen My, M, auf, da jede
Randzelle entweder betreten ODER verlassen wird.

@ Da M eine optimale Randiiberdeckung ist, enthalt M hochstens
soviele Turns wie eine optimale Zyklusiiberdeckung des Polygons.
Entweder My oder M» hat somit hochstens halb soviele Turns wie
eine optimale Zyklusuiberdeckung.
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Gitterpolygone

Zu den Turns der Randiiberdeckung kommen noch die Turns von den
eingebetteten Pfaden in die Streifen.

Insgesamt entsteht so eine Zyklusiiberdeckung mit 2,5 OPT Turns.

Man kann aus dieser Zyklusiiberdeckung eine Uberdeckungstour mit
3,75 OPT Turns erstellen.

Streifeniiberdeckung mit breiten Streifen kann in O (N2’376) bzw.
0 (n2’5 log N) gefunden werden.

Die Randiiberdeckung kann in O (n®) gefunden werden.
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Pfadlange

Theorem

Jede gegebene Uberdeckungstour in einem Gitterpolygon lasst sich lokal so
modifizieren, dass diese Tour eine 4-Approximation der Lange einer
optimalen Tour ist, ohne die Turnkosten zu erhohen.

@ In einer Zelle mit Uberdeckungsgrad groBer 4 verlaufen in einer
Richtung mindestens 3 Pfade durch die Zelle.

o Verbinde diese Pfade neu, um den Uberdeckungsgrad zu vermindern.
@ Beachte, dass keine Zyklen zerfallen.

A\
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Pfadlange

= = = 1
1 2"
= 3 3 a
1 2"
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rechtwinklige Polygone

In einem rechtwinkligen Polygon kann eine 6,25-Approximation der
Turnkosten und 8-Approximation der Lange eine Uberdeckungstour in Zeit
O (n*°log N + n®) gefunden werden.

Beweis

| A

@ Bette ein Gitterpolygon in das zu iiberdeckende Polygon ein und
uberdecke dieses wie eben gezeigt.

@ Nun sind nur noch schmale Bereiche am Rand nicht uberdeckt.

Matthias Nieuwenhuisen (Uni Bonn) Optimale Uberdeckungstouren 03.07.2007 29 /43



rechtwinklige Polygone

Beweis Fortsetzung

@ Suche eine Randiiberdeckung, diese liberdeckt alle Randbereiche bis
auf reflexe Ecken.

o Reflexe Ecken konnen durch Verlangerung eines angrenzenden Zyklus
besucht werden.

PT

o Die Randzyklen kénnen mit Kosten 2T verbunden werden.

@ Die Randtour und die Uberdeckung des eingebetteten Polygons lassen
sich zu einer Tour mit 6,25 OPT Turns verbinden.

@ Beide Touren sind jeweils eine 4 Approximation der Lange, zusammen
also eine 8-Approximation.

Matthias Nieuwenhuisen (Uni Bonn) Optimale Uberdeckungstouren 03.07.2007 30/ 43



Hilfsmittel

@ Um die Giite der Approximationen abzuschatzen, werden einige
Hilfsmittel bendtigt.
o Kostenabschatzung beim Verbinden von Zyklen
e Uberdeckung eines Polygons mit Streifen
° Uberdeckungstour fur den Rand eines Polygons

Matthias Nieuwenhuisen (Uni Bonn) Optimale Uberdeckungstouren 03.07.2007 31/43



Verbinden von Zyklen

Eine Qberdeckung eines Polygons mit ¢ Zyklen und t Turns lasst sich zu
einer Uberdeckungstour mit maximal t 4+ 2 (¢ — 1) Turns verbinden.

Beweis

@ Kreuzende Zyklen lassen sich mit 2 extra Turns verbinden

@ Beriihrende Zyklen lassen sich mit 2 extra Turns verbinden

[ B
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Beweis Fortsetzung

@ Die Gesamtkosten folgen durch Induktion tiber die Zyklen.

e Anfang: Fiir einen Zyklus folgt t +2(c — 1) = t.

@ Annahme: (¢ — 1) Zyklen sind zu einer Tour mit t' +2(c — 2) Turns
verbunden.

@ Neuer Zyklus hat r Turns und lasst sich mit 2 Turns an die Tour
anbinden.

ot/'+r+2(c—2)+2=t+2c—-44+2=t+2(c-1).

| \

Korollar

Eine Zyklusiiberdeckung in einem einfachen, rechtwinkligen Polygon mit t
Turns lasst sich zu einer Uberdeckungstour mit 1,5t Turns verbinden.

A,
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Streifentiberdeckung

Eine minimale Streifeniiberdeckung ist eine untere Schranke fiir die Anzahl
der Turns in einer Uberdeckungstour.

v
Beweis

o Jede Kante einer Uberdeckungstour lasst sich zu einem Streifen
verlangern.

@ Die Anzahl der Kanten einer Uberdeckungstour ist genau die Anzahl
der Turns.

@ Da jetzt das ganze Polygon mit Streifen iiberdeckt ist, kann eine
minimale Streifeniiberdeckung nicht groBer sein
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Turmplatzierung

Eine maximale Turmplatzierung ist eine untere Schranke fiir die Anzahl der
Turns in einer Uberdeckungstour.

Beweis

| \

o Annahme: Uberdeckungtour mit weniger Turns als Tiirmen
@ Die Tour muss jeden Turm utberdecken

@ Aus der Annahme folgt, dass mindestens zwei Tiirme ohne Abbiegen
der Tour erreichbar sind

@ Es gibt einen Streifen der die Tiirme verbindet und somit konnten
sich die Tirme angreifen. Widerspruch!

A\
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Streifentberdeckung und Turmplatzierung

Theorem

In Gitterpolygonen ist eine optimale Streifeniiberdeckung gleichmachtig
mit einer maximalen Turmplatzierung und beides kann in Zeit O (N2v376)
bzw. O (n*®°log N) berechnet werden.

v
Beweis

@ Fiihre Suche einer Streifeniiberdeckung auf minimale
Knoteniiberdeckung zurtick

@ Fiihre Suche einer Turmplatzierung auf minimales Matching zuriick

@ Das Konig-Egervary-Theorem beweist, dass beide Probleme in
bipartiten Graphen gleichmachtig sind

@ Es lasst sich zeigen, dass diese graphentheoretischen Probleme in der
geforderten Zeit berechenbar sind
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Streifentiberdeckung als Knotentliberdeckung

1. Erstelle fiir jeden moglichen Streifen einen Knoten im Graphen. Durch
Aufteilung der Knoten in vertikal und horizontal ist der Graph bipartit.
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Streifentiberdeckung als Knotentliberdeckung

2. Verbinde zu kreuzenden Streifen korrespondierende Knoten mit Kanten.
Diese Kanten entsprechen genau den Gitterpunkten.
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Streifentiberdeckung als Knotentliberdeckung

3. Suche eine minimale Knotentiberdeckung und fiige zu markierten
Knoten korrespondierende Streifen der Uberdeckung hinzu.
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Turmplatzierung als Matching

1. & 2. wie eben, 3. Suche ein maximales Matching und flige zu
markierten Kanten korrespondierende Tiirme der Platzierung hinzu.
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Randiiberdeckungen

Eine optimale Randiiberdeckung zu N Randzellen kann in O (N3)
berechnet werden.

Beweis

o Fuge fiir jede Zelle beide Endpunkte des eingebetteten Pfades als
Knoten in einen Graphen ein

o Fiige fiir jeden Knoten den Abstand zu jedem anderen Knoten als
gewichtete Kante in den Graphen ein. Dies geht mit Dijkstra
ahnlichem Algorithmus im Gitterpolygon in O (N2 log N) fur alle
Zellen.

@ Bestimme ein Matching minimalen Gewichts in O (N3) und verbinde
die optionalen und eingebetteten Pfade zu Zyklen.
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Zusammenfassung

e optimale Uberdeckungstouren zu finden ist NP-Vollstindig.
@ Approximationen fiir bestimmte Polygonklassen sind effizient zu
berechnen.

@ Durch implizit kodierte Uberdeckungstouren konnen
Uberdeckungstouren unabhangig von der GroBe eine Polygons
berechnet werden.

o Fir Gitterpolygone kann eine 3, 75-Approximation in
) (n2’5 log N + n3) gefunden werden.

o Fiir allgemeine rechtwinklige Polygone kann in der selben Zeit eine
6, 25-Approximation gefunden werden.
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